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Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήµιο Αθηνών 
Στην έρευνα της Διδακτικής των Μαθηµατικών η στροφή στον εκπαιδευτικό 
και στην επαγγελµατική του εξέλιξη αρχίζει µε προσπάθειες εστίασης στις 
γνωστικές ανάγκες των µαθητών καθώς και στην έµφαση στην εννοιολογική 
κατανόηση και στην ανάπτυξη συλλογισµού και στρατηγικών επίλυσης 
προβλήµατος. Έχουµε κυρίως εστίαση στην ανάπτυξη της γνώσης των 
εκπαιδευτικών ώστε να υποστηρίζει τη µαθηµατική δραστηριότητα των 
µαθητών και ένας µεγάλος αριθµός ερευνών ασχολείται µε τις διαστάσεις 
αυτής της γνώσης και µε το πώς αυτή µπορεί να αναπτυχθεί (Ball, Lubienski 
& Mewborn, 2001). O εκπαιδευτικός που έχει αναπτύξει αυτή τη γνώση 
αναµένεται να θέτει καταστάσεις µαθηµατικής πρόκλησης λαµβάνοντας 
υπόψη τις γνωστικές ανάγκες των µαθητών. Ένας αριθµός ερευνών εστιάζει 
στην ανάπτυξη της γνώσης των εκπαιδευτικών µε προσεγγίσεις που είναι 
όλο και περισσότερο ενσωµατωµένες στην πρακτική της διδασκαλίας. Έτσι 
έχουµε πρακτικές επαγγελµατικής εξέλιξης, όπως µελέτη µαθήµατος (Hart, 
Alston & Murata, 2011), παρατήρηση και µελέτη βιντεοσκοπηµένων 
διδασκαλιών (Wallin & Amador, 2019), ή κοινότητες διερεύνησης µε 
βασικό στοιχείο τον αναστοχασµό (Jaworski, 2008). Οι πρακτικές αυτές 
εστιάζουν κυρίως στη σύνδεση της διδασκαλίας µε τα γνωστικά 
χαρακτηριστικά των µαθητών, ενώ πρόσφατα η έρευνα µελετά πώς οι 
εκπαιδευτικοί µπορούν να πάρουν υπόψη τους τις ανάγκες µαθητών από 
διαφορετικά κοινωνικά ή πολιτισµικά υπόβαθρα. Στην τελευταία 
περίπτωση, οι οµάδες και κοινότητες διερεύνησης γίνονται πιο διευρυµένες, 
ενώ αντικείµενο µελέτης γίνεται το πώς οι µαθητές µπορούν να έχουν ίσες 
ευκαιρίες συµµετοχής σε ουσιαστική µαθηµατική δραστηριότητα (Civil, 
Hunter & Crespo, 2019).   
Στην εισήγησή µου θα αναφερθώ σε πρακτικές επαγγελµατικής εξέλιξης 
που αναπτύχθηκαν στο πλαίσιο του Ευρωπαϊκού Προγράµµατος, 
ΕDUCATE [1], το οποίο συντονίζεται από το πανεπιστήµιο της Κύπρου και 



έχει ως στόχο την υποστήριξη των εκπαιδευτικών ώστε να σχεδιάζουν και 
να διαχειρίζονται στη διδασκαλία τους µαθηµατικά προκλητικές 
δραστηριότητες που να µπορούν να εµπλέκουν όλους τους µαθητές στην 
τάξη. Συγκεκριµένα θα περιγράψω το πλαίσιο επαγγελµατικής εξέλιξης 
καθώς και τις κατανοήσεις και διδακτικές πρακτικές που ανέπτυξαν οι 
συµµετέχοντες εκπαιδευτικοί.  
Το πλαίσιο και οι πρακτικές επαγγελµατικής εξέλιξης  
Στο πρόγραµµα EDUCATE συµµετείχαν 4 χώρες και σε κάθε χώρα 
εκπαιδεύτηκαν περίπου 20 εκπαιδευτικοί της πρωτοβάθµιας και 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (µελλοντικοί και εν ενεργεία). Στην Ελλάδα 
σχηµατίστηκαν 4 οµάδες εκπαιδευτικών δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης µε 5-
6 άτοµα στην κάθε οµάδα. Θα αναφερθώ σε µια οµάδα εκπαιδευτικών 
Λυκείου µε τους οποίους συνεργάστηκα κατά τη διάρκεια της σχολικής 
χρονιάς 2018-2019. Στην οµάδα συµµετείχαν 6 έµπειροι εκπαιδευτικοί που 
δίδασκαν µαθηµατικά σε Γενικά Λύκεια της Αττικής καθώς και τρεις 
ερευνητές και πραγµατοποιήθηκαν 8 τρίωρες συναντήσεις.  
Στις συναντήσεις οι εκπαιδευτικοί ταξινόµησαν προβλήµατα σε σχέση µε τη 
µαθηµατική πρόκληση που µπορούσαν να δηµιουργήσουν στην τάξη, 
συζήτησαν γύρω από πρακτικές διαφοροποίησης της διδασκαλίας και 
µαθηµατικής πρόκλησης σε διάφορες φάσης της διδασκαλίας και συνέδεσαν 
αυτές τις πρακτικές µε την κουλτούρα της τάξης. Οι παραπάνω συζητήσεις 
βασίστηκαν σε υλικό που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο του προγράµµατος όπου 
οι εκπαιδευτικοί αντιµετώπιζαν φαινόµενα διδασκαλίας που 
παρουσιάζονταν κυρίως µέσα από περιγραφές και βιντεοσκοπηµένα 
επεισόδια από σχολική τάξη.  
Οι εκπαιδευτικοί, στηριζόµενοι στις παραπάνω δράσεις, σχεδίαζαν και 
πραγµατοποιούσαν µαθήµατα (3 διδασκαλίες ο καθένας), τα οποία 
βιντεοσκοπούσαν και επέλεγαν σύντοµα επεισόδια που σχετίζονταν µε 
ζητήµατα που είχαν συζητηθεί στις συναντήσεις σχετικά µε τη 
διαφοροποίηση της διδασκαλίας και µαθηµατική πρόκληση. Τα επεισόδια 
αυτά τα παρουσίαζαν στις συναντήσεις και γινόταν συζήτηση πάνω στις 
πρακτικές διδασκαλίας που χρησιµοποιούσαν.  
Παρακάτω παρουσιάζω πώς η µαθηµατική πρόκληση και η διαφοροποίηση 
εµφανίστηκαν στον σχεδιασµό των εκπαιδευτικών, κατά τις διδασκαλίες 
τους στην τάξη καθώς και στις συναντήσεις.  



Η νοηµατοδότηση της µαθηµατικής πρόκλησης  
Η µαθηµατική πρόκληση φάνηκε οικεία έννοια στους εκπαιδευτικούς αλλά 
ο τρόπος που ο κάθε εκπαιδευτικός την κατανοούσε και την έφερνε στην 
τάξη του ήταν διαφορετικός. Οι δραστηριότητες που σχεδίασαν οι 
εκπαιδευτικοί  αφορούσαν α) προβλήµατα µοντελοποίησης µιας 
πραγµατικής κατάστασης όπως για παράδειγµα την τοποθέτηση ενός 
καθρέπτη στον τοίχο του δωµατίου ώστε να φαίνεται ολόκληρο το είδωλό 
µας όταν είµαστε σε απόσταση ενός µέτρου από τον καθρέπτη, β) τη 
διατύπωση και τεκµηρίωση µιας εικασίας µέσα από µια γεωµετρική 
διερεύνηση, γ) την κατασκευή προβληµάτων από τους µαθητές που η λύση 
τους να εκφράζεται µέσα από την επίλυση µιας εξίσωσης πρώτου βαθµού, 
δ) την κατασκευή σχηµάτων µέσα από τη χρήση χειραπτικών υλικών, για 
παράδειγµα την κατασκευή τριγώνων µέσα από ξύλινες ράβδους 
διαφορετικών µηκών και ε) την επίλυση ασκήσεων υψηλής δυσκολίας όπως 
για παράδειγµα πολυωνυµικών εξισώσεων ή εφαρµογή των τύπων Vieta.  
Η µαθηµατική πρόκληση φάνηκε για κάποιους να έχει στοιχεία 
µαθηµατικής διερεύνησης και ανάπτυξη συλλογισµών καθώς και διατύπωση 
ορισµών, ενώ για άλλους εκπαιδευτικούς να απαιτεί πολύπλοκες µεθόδους 
επίλυσης προβληµάτων και έµφαση στην ακρίβεια και αυστηρότητα των 
µαθηµατικών. Στη διδασκαλία στην τάξη η µαθηµατική πρόκληση και η 
διατήρηση της εκφράστηκε µέσα από ερωτήσεις επέκτασης, µέσα από πολύ 
µειωµένο βαθµό παρέµβασης, µέσα από ερωτήσεις επεξήγησης, και µέσα 
από νόρµες επικοινωνίας και συνεργασίας που προσπάθησαν οι 
εκπαιδευτικοί να δηµιουργήσουν. 
Το παρακάτω απόσπασµα από τη συζήτηση στη δεύτερη συνάντηση δείχνει 
τις διαφορετικές θέσεις των εκπαιδευτικών σε σχέση µε τη µαθηµατική 
πρόκληση. Ο εκπαιδευτικός Τ3 παρουσιάζει το µάθηµα που έκανε σε µια 
τάξη της Α΄ Λυκείου όπου εισάγει τις ρίζες ανώτερης τάξης µέσα από την 
εύρεση της πλευράς ενός τετραγώνου όταν είναι γνωστό το εµβαδόν του. Ο 
στόχος του είναι οι µαθητές να καταλήξουν στον ορισµό της ρίζας. Η 
αντίθεση εµφανίζεται κυρίως ανάµεσα στον εκπαιδευτικό Τ3 και στον Τ5. Ο 
Τ5 βλέπει ότι το γεωµετρικό πλαίσιο είναι περιοριστικό καθώς 
αναπαριστάνει µόνο θετικούς αριθµούς και αναρωτιέται τι έµαθαν τελικά οι 
µαθητές µέσα από µια τέτοια δραστηριότητα.  Ο Τ3 θεωρεί ότι αυτό που 
έµαθαν οι µαθητές ήταν η µαθηµατική διερεύνηση: 
Η µεγάλη πρόκληση εδώ είναι ότι για πρώτη φορά διερωτόµαστε γιατί 
χρειάζοµαι αυτό [την τετραγωνική ρίζα], το δεύτερο είναι η εµβάθυνση σε 



αυτές τις έννοιες πέρα από τον ορισµό. Δεν υπάρχει αυτό το βάθος όταν δίνω 
τον ορισµό και αρχίζω να κτίζω στον ορισµό... 

Ο Τ5 σχολιάζει προσπαθώντας να δει ακριβώς ποιο είναι το µαθηµατικό 
περιεχόµενο:  

Το πρώτο ζήτηµα που βλέπω είναι ο ορισµός της τετραγωνικής ρίζας και το 
άλλο το είδος των αριθµών. Θα έδινα έµφαση στον ορισµό των ριζών, τι 
είναι αυτά τα πράγµατα, πώς ορίζονται. Η ρίζα είναι µια διαδικασία και 
αυτό δικαιολογεί το σύµβολο. Είναι σηµαντικό να εισάγουµε τους µαθητές 
στη διαδικασία που οδηγεί στη ρίζα. Και για αυτό χρησιµοποιώ το 
σύµβολο... και είναι άλλο πράγµα η φύση των αριθµών ότι το 9  είναι 
ακέραιος ενώ το 2   δεν είναι ... βλέπω δύο διαφορετικά θέµατα.  

Στην παραπάνω συζήτηση η µαθηµατική πρόκληση αντιµετωπίζεται από τον 
Τ5 µέσα από την έµφαση στο περιεχόµενο και στον συµβολισµό 
αναζητώντας την ακρίβεια και την αυστηρότητα των µαθηµατικών ενώ ο Τ3 
βλέπει την πρόκληση µέσα στην προσπάθεια των µαθητών να οδηγηθούν 
µόνοι τους στην έννοια της ρίζας νιοστής τάξης.  
Η νοηµατοδότηση της διαφοροποίησης της διδασκαλίας  
Η διαφοροποίηση της διδασκαλίας µε βάση τις ανάγκες των µαθητών 
εµφανίστηκε στον σχεδιασµό των µαθηµάτων από τους εκπαιδευτικούς 
µέσα από α) τη διατύπωση προβληµάτων που επιδέχονται περισσότερες από 
µια λύση όπως για παράδειγµα το σχεδιασµό καθέτων ευθυγράµµων 
τµηµάτων που έχουν τα άκρα τους στις πλευρές τετραγώνου, β) τη διάθεση 
εργαλείων όπως τετραγωνισµένο χαρτί, χειραπτικό ή ψηφιακό υλικό, 
αναπαραστάσεις, γ) την εργασία των µαθητών σε οµάδες µε βάσει την 
προτίµηση τους ή την επίδοση τους, δ) τη χρήση πλαισίου οικείου στους 
µαθητές, ε) τις διαφορετικής δυσκολίας ασκήσεις και στ) γραπτές υποδείξεις 
που οι µαθητές θα χρησιµοποιούσαν όταν θα χρειάζονταν βοήθεια.  
Στην τάξη πρακτικές διαφοροποίησης της διδασκαλίας κυρίως εκφράστηκαν 
από την υπενθύµιση προηγούµενων γνώσεων, τη συζήτηση γύρω από το 
πραγµατικό πλαίσιο και τις βασικές µαθηµατικές ιδέες της δραστηριότητας 
κυρίως στην αρχή του µαθήµατος, την παροχή ατοµικής βοήθειας όταν οι 
µαθητές τη χρειάζονταν µέσα από εστιασµένες ερωτήσεις, στην ενθάρρυνση 
των µαθητών να εκφράσουν τις σκέψεις τους και να ακούσουν τη σκέψη 
των συµµαθητών τους, καθώς στη συζήτηση στην τάξη των διαφορετικών 
λύσεων των µαθητών.  
Από την πρώτη συνάντηση οι εκπαιδευτικοί αναζητούσαν το νόηµα της 
διαφοροποίησης που διαµορφωνόταν µέσα από την αλληλεπίδραση µε τα 



υλικά του προγράµµατος και τις συζητήσεις. Διαφορετικές απόψεις 
εκφράζονταν από τους εκπαιδευτικούς ιδιαίτερα στις αρχικές συναντήσεις. 
Απόψεις όπως «κάθε µαθητής µπορεί να σκεφτεί», «πρέπει να γνωρίζουµε 
τους µαθητές µας για να κάνουµε διαφοροποίηση», «είναι δύσκολο γιατί 
κάποιοι µαθητές έχουν πολλές δυσκολίες» καθόρισαν σε µεγάλο βαθµό τις 
κατανοήσεις που αναπτύχθηκαν. Όλοι οι εκπαιδευτικοί έβαλαν τους 
µαθητές τους να δουλέψουν σε οµάδες και είδαν αυτό βοηθούσε όλους τους 
µαθητές να εµπλακούν. Οι εκπαιδευτικοί περιέγραψαν ως στοιχεία 
διαφοροποίησης προσεγγίσεις που δοκίµασαν στις διδασκαλίες τους όπως η 
σύνδεση αλγεβρικού και γεωµετρικού πλαισίου, η σταδιακή γενίκευση των 
απαιτήσεων του προβλήµατος, η χρήση εργαλείων για πειραµατισµό, η 
κατασκευή προβληµάτων από τους µαθητές και η χρήση γραπτών 
υποδείξεων. 
Συµπερασµατικά σχόλια  
Το πλαίσιο επαγγελµατικής εξέλιξης όπου οι εκπαιδευτικοί 
αλληλεπιδρούσαν µε τα υλικά του προγράµµατος, και συζητούσαν τις 
διδασκαλίες τους αναφορικά µε τη µαθηµατική πρόκληση και τη 
διαφοροποίηση της διδασκαλίας υποστήριξε καινούριες κατανοήσεις και 
πρακτικές για τη διδασκαλία των µαθηµατικών. Οι εκπαιδευτικοί αυτοί 
συνεχίζουν και την τρέχουσα σχολική χρονιά τη συνεργασία πέρα από το 
πλαίσιο του προγράµµατος. Δηµιουργείται έτσι µια κοινότητα 
εκπαιδευτικών όπου η µαθηµατική πρόκληση για όλους τους µαθητές 
γίνεται ένα ζήτηµα από κοινού διερεύνησης.  
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